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Achtung!

Dieses Folienskript soll den Studierenden einiges an mechanischer
Schreibarbeit abnehmen und dazu beitragen, sich auf das eigentliche
Fach und seine vielfaltigen Themen konzentrieren zu kdnnen.

Es ersetzt keinesfalls eigene, ergdnzende Notizen und
Aufzeichnungen zu den Lehrinhalten, die wahrend der Vorlesungen
vermittelt werden.

Dieses Skript stellt kein Lehrbuch dar!
Nicht alles, was in der Vorlesung erarbeitet wird,
ist im Skript enthalten.
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Matrix-Theorie

Matrizen und Vektoren

« Eine (m x n)-Matrix A ist ein System vom Elementen Q; die
In m Zeilen und n Spalten angeordnet sind

(8, a, - @,
_ - - dy; Ay v Ay
A_(rﬁ)_(aﬂ)_ . . :
\aml A, amn/

* (m x n) heildt Ordnung, Typ oder Dimension der Matrix A
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Matrizen und Vektoren

Matrizen und Vektoren

« Rechteckmatrix: m=#n

Beispiel:

A=2 4 3 6

(3,4)

© FACHBEREICH BAUINGENIEURWESEN | PROF. DR. PETER SPARLA | MATHEMATIK 1

UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

FH AACHEN



Matrizen und Vektoren

Matrizen und Vektoren

e Quadratische Matrix: m=n

Beispiel:

(1 7 3)
A=2 4 9
(3:3)

0 -1 2
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Matrizen und Vektoren

Matrizen und Vektoren
« Skalar: m=n=1

Beispiel:

A =|7]

11

UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

FH AACHEN

© FACHBEREICH BAUINGENIEURWESEN | PROF. DR. PETER SPARLA | MATHEMATIK 1



Matrizen und Vektoren

Transponierte Matrix A’
« durch ,,hochgestelltes T ( ') gekennzeichnet

« entsteht durch Vertauschen der Zeilen und Spalten der
Matrix A (Kippen um die Diagonale)

« Es gibt auch andere Schreibweisen, z.B. die Kennzeichnung
durch (") gerade in alterer Literatur: A

© FACHBEREICH BAUINGENIEURWESEN | PROF. DR. PETER SPARLA | MATHEMATIK 1

UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

FH AACHEN



Matrizen und Vektoren

Transponierte Matrix A’

« Transponieren einer quadratischen Matrix

(1
A=|2

0 -1 2,

7 3)
4 9

Al =

(3.3)

(1 2
7 4

3 9

0)
-1
2,
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Matrizen und Vektoren

Transponierte Matrix A’

« Transponieren einer rechteckigen Matrix

‘ \

106 (1005
(s,Bz): 0 7 23 (6 7 3

L2 3

J
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Matrizen und Vektoren

Symmetrische und schiefsymmetrische Matrizen
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« Symmetrische Matrix: Quadratische Matrix mit
a; =a; &; = beliebig

A=A
Beispiel:
(1 4 7)
A=4 2 -1|=A
(3,3) (3,3)
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Matrizen und Vektoren

Symmetrische und schiefsymmetrische Matrizen
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« Schiefsymmetrische Matrix: Quadratische Matrix mit

q =—a; =0

A=—A'
 Beigspiel:
(0 -2 -1
A=2 0 3[=-A
(3,3) (3,3)
1l -3 0
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Matrizen und Vektoren

Spalten- und Zeilenvektor

« Spaltenvektor — einspaltige Matrix A

(m1)
()
a=| :
)
« Zeilenvektor — einzeilige Matrix (1A)
N

4

a=(a a, - a)
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Matrizen und Vektoren

Diagonalmatrix D

« Quadratische Matrix, deren Elemente aulierhalb der
Diagonalen Null sind.

dll 0 0 3\ dlj :O
D =diag (d111 d22’ T dnn): O d22 0 fFlr al_le
) o
. Beispiel 0 0 d,
(7 0 0)
D=0 0 O
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Matrizen und Vektoren

Einheitsvektor
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 Einheitsvektoren haben die Lange 1, d.h. die Summe ihrer
quadrierten Elemente ist gleich 1

(0)

(D
=
|l
[T

\0)

« spezielle Einheitsvektoren sind die k-ten Einheitsvektoren €, —
k-tes Element gleich 1 und alle tbrigen gleich O
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Matrizen und Vektoren

Einheitsvektor

o 1 0
 Beispiel:g, = 0 e, = .

cose —sin gpj

 Drehmatrix ( _
SINgp  COS @

(cosg
%= (Sin goj

—sin
COS @
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Matrizen und Vektoren

Einheits- oder Identitdtsmatrix |

 Diagonalmatrix, deren Elemente 1 sind

- sie kann als System von n Spaltenvektorene, mit

(k =1, ..., n) aufgefasst werden.
(1 0

0
| =(e,e, --,e)=| .
(n,n) ’

0

1

0

0)

aij =0firalle i # J
a; =1 flralle i =
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Matrizen und Vektoren

Einsvektor, Summationsvektor

+ alle Elemente a, =1 d.h. kein Einheitsvektor

1
1

Y
o Zeilensumme - A-¢e
 Spaltensumme - €-B
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Matrizen und Vektoren

Skalarmatrix

 Diagonalmatrix mit gleichen Elementen

a; =0 firalle I # |
A=a-l = . a; =afirallei=j
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Matrizen und Vektoren

Nullmatrix

e alle Elemente haben den Wert Null

I

0
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Matrizen und Vektoren

Drelecksmatrix

 quadratische Matrix, deren Elemente oberhalb oder unterhalb

der Hauptdiagonale gleich Null sind

e Obere Dreiecksmatrix

(a, a, a,, (&,
A — dy,, -0 Qy, A — dyy
(n,n) .| (nn) :

\ 0 ann/ \aml

Untere Dreiecksmatrix

0 )

amm )
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Matrixverknipfungen

Gleichheit und Addition

UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

FH AACHEN

- zwei (m x n)-Matrizen A= (a;)und B = (b;) heiRen gleich,
wenn sie elementeweise Ubereinstimmen, d.h.

A = B genaudann, wenn a; =b; fiiralleiund |

(m,n) (m,n)

« A=Aflralle A (Reflexiv-Gesetz)
 Wenn A =B dann B = A fir alle A und B (Symmetrie-Gesetz)
« WennA=B,B=CdannA=C (Transitiv-Gesetz)
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Matrixverknipfungen

Gleichheit und Addition

» zwei (m x n)-Matrizen A= (a;)und B = (b; ) werden
elementewelse addiert bzw. subtrahiert

A+ B =2C

(m,n)  (mn)  (m,n)

a; b =c; furalleiundj
A+B=B+A=C (Kommutativ-Gesetz)

A+(B+C)=(A+B)+C=A+B+C (Assoziativ-Gesetz)
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Matrixverknupfungen

Addition zweier Matrizen
 Beigspiel:

(1 4\ (2 9) ( 1+2 4+9) (3 13)
2 [(|+|5 1|=| 2+5 7+1|=|7 8
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Matrixverknipfungen

Skalare Multiplikation
- B=cA,dh. (bij) = (C'aij)
* Jedes Element von A wird mit einem Skalar ¢ multipliziert

 Beigspiel:

2 35 3.2 3.3 35 (6 9 15
A= B=3.-A= =
1 -2 0 31 3.-2 3.0) |3 -6 0

J
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Matrixverknipfungen

Skalare Multiplikation - Regeln
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c(A+B)=c(A)+c(B)
(c+d)A=cA+dA
c(AB) =(cA)B = A(cB)
c(dA) =(cd)A
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Matrixverknipfungen

Matrizenmultiplikation

e Produkt zweier Matrizen C = A B
(m,n) (m,k) (k,n)

« Voraussetzung: Anzahl der Spalten von A = Anzahl der
Zeilenvon B =k

ir'™~rj

K
c; =Y by furalle i=1...,m j=1..,n
r=1

oder

Cij = ailblj +ai2b2j "‘"'aikbkj
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Matrixverknupfungen

Matrizenmultiplikation
( \
a:11 a:12 a?k /bll ..« b.

UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES
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N
O
>
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Ay A, o Ay

\ J kn /
\aml am2 amk Yy,
( Ciy Cj Ci )
"
=| Cy Clj = Zairbrj Ciy,
r:.l
\le ij Cmn/
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Matrixverknupfungen

Produkt zweler Matrizen
 Beispiel

2 1)
(1 2 4)1 0 _( 1-2+2-1+4-7 1-1+2-0+4-4

5 -1 0 5.2+(-1)-1+0-7 5-1+(-1)-0+0-4

(32 17
9 5

/4

|
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Matrixverknupfungen

Falksches Schema
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(3.2)
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Matrixverknipfungen

Regeln
Al = 1A =A
A(BC) =(AB)C =ABC assoziativ
A(B+C)=AB+AC distributiv
(A+B)C=AC+BC distributiv

allgemein gilt: AB = BA (nicht kommutativ!)
BeachtetA B =C , B A=D, C=«D

(m.n) (n.m) (m.m) (n.m) (m.n) (n.n)
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Matrixverknupfungen

Links-, Rechtsmultiplikation

(2 1)
1 2 4
A= 'B={1 0
5 -1 0
/4
(7 3 8)
32 17
B:( j,BA: 1 2 4
9 5
\27 10 28/
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Matrixverknipfungen

Nullmatrix als Produkt zweier Matrizen

« Ein Produkt AB kann die Nullmatrix O ergeben, ohne dass A
oder B die Nullmatrix sind.

 Beispiel:

(2 2 2
[5 2 -2 BJ -1 3 -5 _(0 0 Oj_o
9 2 -3 4)16 8 24 0 0 O

_ 8 0 16,
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Matrixverknipfungen

Zeilen- und Spaltensumme

e Zellensumme

(a, a, - a,)

Ae — dy; Gy By,

\aml Ay amn/

« Spaltensumme

1)
1

Y

e,A:(Zm:ail Zm:aiz 3 ainj
=1

i=1 i=1 i

(Z?zl A | \
zrj]:l aZJ

DY
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Matrixverknipfungen

Skalarprodukte zweier Vektoren
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« werden zwei Vektoren a und b mit gleicher Dimension m
als (M x1) - Matrizen aufgefasst, lasst sich ihr Skalarprodukt
als Spezialfall der Matrizenmultiplikation auffassen

/bl\
, b, | & ,
ab=(a, a, -, a,) . |=D.ab=ba
. =1
bm
- und " o
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Matrixverknupfungen

Skalarprodukt zweier Vektoren

[ 3) [ 2)
(3.1) (3,)
\ 2) \—1/
a=3-12 b=@24 -
aa=14 bb=21 ab=ba=0
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Matrixverknipfungen

Matrixoperationen mit einer Diagonalmatrix
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 Multiplikation einer quadratischen Matrix A mit der
Diagonalmatrix D (m,m)

(m,m)

A:(aﬂ a12}D:(d11 0]
dy; Ay 0 d22
DA:(dll.aﬂ dll'aiz

jede Zeile A wird mit d.. multipliziert
d22'3-21 dzz'azzj AI !

AD:(dlfail dzz'a12
d11'a21 dzz'azz

j jede Spalte A,wird mitd ; multipliziert
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Matrixverknipfungen

Diagonalmatrix D mit rationalem Exponenten
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« flr eine Diagonalmatrix mit d.. > 0 positiven Elementen und

Skalar f > Qexistiert die Matrix

(d; )
Df _ d2f2
k dnfn)
+ Sei f >0 und g >0, danngil: D'D® =D!'*9
. Speziell gilt: DY*D"?* =D
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Matrixverknipfungen

Rechenregeln flr das Transponieren einer Matrix

(A+B) =A" +B'
(AB)T =BTA"
(ABC)" =CTBTA
(cA)' =cA' mitSkalarc
(AN =A
| = |
D diagonal: D =D
A symmetrisch: A’ = A
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Matrixverknipfungen

Rechenregeln flr das Transponieren einer Matrix

« Sei A beliebig, B symmetrisch, dann gilt:
(n,u) (n,n)

AA", A" A A'BA

sind symmetrisch:

AA"=C ; C'=(AA")" = AA" =Cqed.

C=A"B A : C=(ATBA) =A'B'"A=A"BA=C

(u,u) (u,n) (n,n) (n,u)
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Matrixverknipfungen

Determinanten
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« flr jede quadratische (n,n) - Matrix A l&sst sich eine
eindeutige Zahl angeben

»wird mit det A oder | A| bezeichnet

A . detA=a
iy 11

(zpﬁ)? det A = ayq " Ay — A1 " Qg3

(é) ; det A Berechnung z.B. mit der Regel von Sarrus

(ﬁ\]) ; det A Berechnung mit Hilfe des Laplaceschen
" Entwicklungssatz
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Matrixverknupfungen

Determinanten einer (3x3) Matrix
Regel von Sarrus

[ ) + + +

a, A, a f ot tia oa
(:ﬁ},) =|dn dp Ay B & Ap1. 8z
| a

\&31 93 833 A

det(é) — a:I_la'22a33 + a:I.2a23a'31 + a13a'21a'32

o a31a22a13 o a32a23a11 o a33a21a12
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Matrixverknipfungen

Determinanten einer allgemeinen (nxn) Matrix:
Laplacscher Entwicklungssatz
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Es gilt: det(A)=a,,, fir n=1
det(A)zzn:(—l)k”ak,-det(Ak,), fir n>1
k=1

® Dabei kann der Index / aus den Werten 1 bis n beliebig gewahlt werden!

® Der Index / legt fest, dass alle a,aus der /-ten Spalte von A stammen:
Die Determinante wird nach der /-ten Spalte ehtwickelt.

A, ist die so genannte Streichungs-Matrix, die sich ergibt, wenn von A
die k-te Zeile und /—te Spalte gestrichen wird.

© FACHBEREICH BAUINGENIEURWESEN | PROF. DR. PETER SPARLA | MATHEMATIK 1 42



Matrixverknipfungen

Determinanten einer allgemeinen (nxn) Matrix:
Laplacscher Entwicklungssatz
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Determinanten konnen auch nach der k-ten Zeile entwickelt
werden! Es gilt dann:

det(A)=a,, flir n=1

det(A):Zn:(—l)”kakl-det(Akl), fir n>1
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Matrixverknipfungen

Determinanten

* Zu jedem Element a; gibt es eine Subdeterminante (Minor) m;,
durch das Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte.

Beispiel:
d,; Ay

my, = = @y - Agz — 83y " Ayg
dy; ds3

e ES gllt mij = detAl-j
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Matrixverknipfungen

Eigenschaften von Determinanten

1. Dreiecksmatrix A: det A=a,,-a,,-8,,---a

nn

Diagonalmatrix D: detD =d,,-d,,-d,,---d

nn

Die Determinante einer Dreiecks- oder Diagonalmatrix ist
gleich dem Produkt ihrer Diagonalelemente.
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Matrixverknipfungen

Bemerkung:
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Aus Dreiecksmatrix A: detA=a,,-a,, - 8,,---a

nn

ergibt sich eine weitere Moglichkeit die Determinante eine
Matrix A zu berechnen:

1.) Matrix mit Hilfe des Gaul3‘schen Algorithmus In
Dreiecksform bringen.

2.) det(A) ist nun das Produkt der Elemente auf der Diagonalen
der durch den Gaul3schen Algorithmus umgeformten Matrix
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Matrixverknipfungen

Eigenschaften von Determinanten

UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES
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2. det(A-A,---A)=det A -det A, -det A,---det A

Die Determinante des Produktes von k Matrizen ist
gleich dem Produkt der Determinanten der Matrizen.
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Matrixverknipfungen

Eigenschaften von Determinanten

3. det A=0,wenn A=(a,...,a;,...,a,) mita; =0

Die Determinante einer Matrix mit einem Nullvektor ist Null.
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Matrixverknipfungen

Eigenschaften von Determinanten

4. det A=0, wenn A:(al,...,ai,aj,...,an)mitai =a; bzw.

Eine Determinante ist gleich Null, wenn zwei Spalten (Zeilen)
Identisch sind bzw. wenn eine Spalte (Zeile) das Vielfache
einer anderen Spalte (Zeile) ist.
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Matrixverknipfungen

Eigenschaften von Determinanten

5.det A=det A’

Eine Determinante &ndert sich nicht, wenn Zeilen und Spalten
miteinander vertauscht werden.
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Matrixverknipfungen

Eigenschaften von Determinanten

6. det A=det A, wenn A=(a,...,a,), K:(al,...,an)mit
aj=a, +ca

Eine Determinante andert sich nicht, wenn zu einer Spalte
(Zeile) das Vielfache einer anderen Spalte (Zeile) addiert
wird.
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Matrixverknipfungen

Eigenschaften von Determinanten
7. det A=—det A, wenn
A=(a,,....&,a;,...a,), A=(a,...,a,a,,...a,)

Eine Determinante andert ithr VVorzeichen, wenn zwel Spalten
(Zeilen) miteinander vertauscht werden.
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Matrixverknipfungen

Eigenschaften von Determinanten

8. c-det A=det(a,,...,c-a,...,a,)

J ]

Eine Determinante wird mit einem Skalar ¢ = const. multi-
pliziert, indem eine fest gewahlte Spalte (Zeile) mit dieser
Zahl multipliziert wird.
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Matrixinversion

Definition und Rechenregeln

« Division von Matrizen ist nicht definiert
« Eskanngelten AB=AC mit B=C
 Dies schlielit die ,,.Division* durch A aus, auch wenn A #0
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Matrixinversion

Gleiches Matrizenprodukt trotz ungleicher
Matrizen

ol Yot

2 =2
« obwohl offensichtlich B # C, ergibt sich AB = (5 j = AC
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Matrixinversion

Matrixinversion

A—l
A-A*=1 AT-A=I
(A-B)™* =BA™

1 1
dy; "y,

D™ =diag
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Matrixinversion

Determinantenformel fur die Inversion

o Kofaktormatrix C der Matrix A

* quadratischen Matrix - jedes Element a; wird durch seinen

Kofaktor ersetzt ¢; = (- 1)'+’m

(a,,
a21

\anl

¥
a‘22

an2

a,

aZn .

ann)

(Cll C12
C21 C22
kCnl Cn2

Cln \
C2n

Con )
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Matrixinversion

Adjungierte Matrix

« zu A adjungierte Matrix adjA ist die Transponierte C'von C

/Cll Chy - Cnl\

ade:CT: Cp, Cp o Cp

\Cln CZn o Cnn Y,
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Matrixinversion g I

Matrix A, Kofaktormatrix von A

o Matrix A Uml
(3 2 1)
(3,A3): 1 0 2
\4 1 3/

« Kofaktormatrix von A

(+(-2) -(-5) +(+1)) (-2 5 1
C=|-(+5) +(5) -(-5)|=|-5 5 5
+(+4) —(+5) +(-2)) 4 -5 -2




Matrixinversion

Zzu A adjungierte Matrix, Determinante von A

UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES
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 zU A adjungierte Matrix

(—2 -5  4)
adjA=C"=| 5 5 -5

e Determinante von A

det A=5=> a,-C,

j=1
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Matrixinversion

Inverse von A

 |nverse von A
(-2 -5 4
At=—"_— 5 5 -5

1 5 -2
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Lineare Abhangigkeit von Vektoren

Lineare Abhangigkeit von Vektoren

« ein Vektor b wird Linearkombination der Vektoren a;,a,,...,a
genannt, wenn es Skalare (reelle Zahlen)c,,C,,...,C . gibt,
mit denen gilt:

m
b=ca,+¢C,a,+...+C,a, = > Ca
1=1
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Lineare Abhangigkeit von Vektoren

Lineare Abhangigkeit von Vektoren
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Falls nicht alle ¢, = O sind und sich statt des Vektors der
Nullvektor ergibt,

m
0=ca, +C,a, +...+C,a, = > Ca
=1

heilen die Vektoren a. linear abhangig. Andernfalls, wenn
sich der Nullvektor nur erzeugen lasst, wenn fiir alle ¢, =0
gilt, sind die Vektoren a, linear unabhangig.
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Lineare Abhangigkeit von Vektoren

Rang einer Matrix

« maximale Anzahl der linear unabhéngigen Vektoren eines
Vektorsystems

rg(A) =r <min (m,n)

 fallsr =m gilt, besitzt die Matrix vollen Zeilenrang
« fallsr =n gilt, besitzt die Matrix vollen Spaltenrang
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Lineare Abhangigkeit von Vektoren

Rangdefekt
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e giltr <min (m,n), weist die (MxnN)—Matrix einen
Rangdefekt d auf

d=min (Mm-r),(n—r))

 Beispiel
(2 2 4
3 4 8 = r=2, d=3-2=1
o 7 14
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Lineare Abhangigkeit von Vektoren

Regulare und singulare Matrix
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besitzt die quadratische Matrix vollen Rang
(rg(A) =r <m), wird sie regular genannt

Regular ist die Matrix genau dann, wenn det A = 0 und
genau dann ist die Matrix A invertierbar

besitzt die quadratische Matrix keinen vollen Rang
(rg(A) =r <m), wird sie singular genannt

eine singulare Matrix ist nicht invertierbar, es existiert
keine Inverse A™
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Lineare Abhangigkeit von Vektoren

Rechenregeln zur Rangbestimmung einer Matrix
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rg(A) =rg(A)
rg(ABC...)<min [rg(A),rg(B),rg(C),...]
rg(AA) =rg(A) =rg(AA)

rg(BA) =rg(A) =rg(AC) fir reguldre Matrizen B und C
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Lineare Abhangigkeit von Vektoren

Lineare Gleichungssysteme

ein lineares Gleichungssystem von m Gleichungen
mit n Unbekannten

a.,X + ayX, +... + a X = b
X, + a.X +... + a X = Db,
a.X + a.,X, +... + a X = b
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