Integralrechnung

Bisher: Differentiation von Funktionen, d.h. gegeben f(x) und gesucht f'(x).
Jetzt: Integration und Stammfunktionen, d.h. das ,umgekehrte Problem®.

Gegeben: Eine Funktion f(x).
Gesucht: Eine Funktion F(x) mit F'(x) = f(x).

F(x) heiBt Stammfunktion von f(¢).

Beispiel: Ist f(x) = 1,dannist F(x) = x + ¢ fur beliebiges c e R
eine Stammfunktion von f.
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Uneigentliche Integrale und Stammfunktionen

Satz 1:
Ist F eine Stammfunktion von f, so ist auch F 4+ ¢ mit ¢ € R eine
Stammfunktion von f.

Satz 2:
Sind F;und F, Stammfunktionen von f, soist F; = F, 4+ c fur ein ¢ € R.
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Definition: Sei F ein Stammfunktion von f. Dann nennt man

jf(x)dx=F(x)+c, ceR
das unbestimmte Integral von f.

Somit ist das unbestimmte Integral eine andere Schreibweise flr die Menge
aller Stammfunktionen {F + c| c € R}.

Die Konstante ¢ hei3t Integrationskonstante.
Die Funktion f heiBt Integrand.
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Stammfunktionen elementarer Funktionen:

k = const
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Hinweis:

c ist stets die reelle Integrationskonstante
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Das bestimmte Integral einer stetigen Funktion f

Liegt der Graph von f zwischen x = a und x = b oberhalb der x-Achse,

so gibt das so genannte bestimmte Integral von f uber dem Intervall [a, b]
b
A= [} f@)dx

die GrolRe der eingeschlossenen Flache zwischen dem Funktionsgraphen
und der x-Achse im Bereich von a bis b an.

f(x)

f(b) /

d
q
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Das bestimmte Integral einer stetigen Funktion f

Liegt der Graph der Funktion f zwischen a und b unterhalb der x-Achse,
so ist der Wert des bestimmten Integrals negativ. Dann gilt:

A=-[] f(x)dx

ist die GrolRe des Flacheninhalts der Flache zwischen dem Funktionsgraphen,
der x-Achse und den beiden Senkrechten an den Stellen a und b.
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© FH AACHEN UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES | FACHBEREICH BAUINGENIEURWESEN | MATHEMATIK I 23. Januar 2020 | 5

UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

FH AACHEN



Elementare Integrationsregeln

Faktorregel: Sei c € R eine Konstante, dann gilt

Jc-f(x)dx=c-jf(x)dx.

« Summenregel:
[1A@ £t filax = [ A@dx £ [ fG0dx

- Vertauschungsregel: fcff(x)dx = — fbaf(x)dx

* Nullregel: f;f(x)dx =0
« Zerteilungsregel: Seia <c¢; < ¢, <+ < ¢, < b, dann gilt

Lbf(x)dx = Lle(x)dx + jcczf(x)dx + -4+ Lbf(x)dx
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Integrationsmethoden: Substitution

Integrationsmetoden:

* durch Substitution
« durch partielle Integration
» durch Partialbruchzerlegung (echt gebrochen rationale Funktionen)

* durch numerische Integration
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Integrationsmethoden: Substitution

Das Ziel der Integration durch Substitution ist es, das Integral moglichst
stark zu vereinfachen.

Wir betrachten eine differenzierbare Funktion u, deren Wertebereich im
Definitionsbereich von f enthalten ist, so dass wir f(u(x)) bilden kdnnen.
Weiter sei F eine Stammfunktion von f. Dann gilt:

b u(b)
j f(u(x)) -u' (x) dx = J( ) (w)du = F(u(b)) — F(u(a))
Merkregel: u'(x) = % du =u'(x)dx

Beweis mit Hilfe der Kettenregel: (F(u(x)) +¢) = f(u(x)) - u'(x)
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Integrationsmethoden: Beispiel Substitution

Gesucht: [ = fon/ 2£05x) gsin(x) gy
2

Nebenrechnung:

Mit u(x) = sin(x) bzw Z—Z = cos(x) gilt:

du = cos(x) dx
u(0) =sin(0) =0
u(mr/2) =sin(n/2) =1

Also: [ = f:/Z%eSi“(’c) . cos(x) dx

11 1
joze u 2(e ev)
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Integrationsmethoden: Partielle Integration

Ju(x) v (x0)dx =ulx) - v(x) — Ju’(x) - v(x) dx

Herleitung mit Hilfe der Produktregel:

(w-v) () =u'(x) vx)+ulx) v'ix)

= ulx)-v'x)=w-v)(x) —u'(x) - vx)

Die Bildung des unbestimmten Integrals auf beiden Seiten liefert die
Behauptung denn

mit [(u-v) (x)dx = u(x) - v(x) + ¢ ergibt sich:

Ju@)-v'(x)dx = [[(u-v)'(x)—u'(x)-v(x)] dx
= [(u-v) (x)dx — [u'(x)-v(x)dx
=ulx)-v(x) — [u'(x) - v(x)dx
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Integrationsmethoden: Partielle Integration Beispiele

1
I =Jln(x) dxzjl-ln(x) dx = x - In(x) —Jx-—dx
v'oou v oou X

v u

=x-In(x)—x+c,ceR

I, = fx +sin(x)dx = x - (—cox(x)) — J 1,- (—cos(x)) dx

u v u v v

= —x cos(x) +sin(x) +c,c € R
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Integrationsmethoden: Partialbruchzerlegung

« Polynome nennt man auch ganz rationale Funktionen.

» Eine (gebrochen) rationale Funktion ist eine Funktion

anx™ + an_ X"+ Lt agxt tag  Z(x)
bix' + b;_1x'"1+--bx1+b,  N(x)

f&x) =

« Eine echt gebrochen rationale Funktion ist eine rationale Funktion

flx) = % bei der der Grad des Zahlerpolynoms Z(x) kleiner ist

als der Grad des Nennerpolynoms N(x).

© FH AACHEN UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES | FACHBEREICH BAUINGENIEURWESEN | MATHEMATIK I 23. Januar 2020 | 12

UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

FH AACHEN



Integrationsmethoden: Partialbruchzerlegung

Jede ,unecht” gebrochen rationale Funktion f lasst sich als
Summe einer ganzen und einer echt gebrochenen Funktion
schreiben.

Jede gebrochen rationale Funktionen lasst sich in so genannte
Partialbruche zerlegen.

Partialbriche, mit denen wir in dieser Vorlesung arbeiten:

mitA, b € Rund k € N

(x=b)k’

Partialbruche sind leicht zu integrieren:

[——dx= A—

_ py—k+1 .
D) 1 (x — b) +c fir k #1

f(xilb) dx =In|x — b| + ¢
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Integrationsmethoden: Partialbruchzerlegung

Satz 3: Gegeben sei die echt gebrochen rationale die Funktion f durch

X" + @ X"+ Lt agxt tay  Z(x)
x'+b_qx"1+.bxl+b,  N(x)

mit n </

fx) =

und N habe die Linearfaktorzerlegung
NxX)=(@x—x)(c—x)2 .(x —x )% mit Iy +1, + ...+ 1 =1

Dann lasst sich f mit Hilfe von Partialbrichen schreiben als:

f(x)— Al + AZ +...+L
(x ;xﬂl (x —Bx1)2 (x —B3C1)l1
1 2 I T
BT S D A TS

Kl KZ Klk
+ + e + | S
(x —xp)t  (x — xp)? (x — xp)k
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Integrationsmethoden: Beispiel Partialbruchzerlegung (1)

] . 5x-7 5x—7 . _
« Gegeben: f(x) = Pz - DD’ Df = R\{1; 2}
« Ansatz fir die Partialbruchzerlegung: f(x) = x: + xljz

« Bestimmung von A u. B mittels Koeffizientenvergleich: Sei x € D¢, beliebig

UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

FH AACHEN

A B A(x—-2)+B(x—1) (A+B)x+(-24—B)!  5x—7
-1 x—2  @-Dx-2)  @-D&x-2 G-Dx-2
=S (A+B)x+(—2A—B)=5x—7

=S A+B =5 und —24—-—B =-7

Dieses Gleichungssystem hat die Losung A =2 und B = 3,
d.h. die gesuchte Partialbuchzerlegung ist

S5x —7 2 3

x%2—3x+2 - x—1+x—2

fx) =
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